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摘 要: 由 n( n ＜ 6) 条 SPS 主动支链和一条被动约束支链构成的并联机构结构简单而且承载能力更强，具有非常
广泛的应用前景。以 4 － SPS /S 结构的并联机构为研究对象，实现模拟船舶在海浪中的 3 自由度摇摆运动功能。
运用螺旋理论分析 4 － SPS /S 并联机构真实的自由运动特性。运用坐标旋转矩阵变换和矢量导数法，推导出并联
机构位置逆解的解析表达式以及各主动支链和动平台的微分运动特性。运用杆长约束条件和 Sylvester 结式消元
法，推导出该机构位置正解的解析解。仿真研究和实例验证结果表明，该机构具有 4 组位置正解，其中 2 组为实
解，另外 2 组为虚解，验证了位置正解求解算法的正确性。
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Abstract: The parallel manipulators with n ＜ 6 spherical joint-prismatic joint-spherical joint ( SPS ) type active limbs and one passive
constrained limb have attracted more attention and been used in many practical applications． The 4 － SPS /S parallel manipulator was
proposed and used to simulate ship swaying motion in the sea． Real mobility property of the 4 － SPS /S parallel manipulator was ana-
lyzed by using screw theory． The inverse position kinematics model and the differential motion characteristics of the SPS active limbs
and moving platform were established by coordinating rotation matrix transformation and vector derivative． The analytical solution of for-
ward position kinematics was established by rod length constraint equations and Sylvester resultant elimination． The result of simulation
and analysis showed that the parallel manipulator has four forward position solutions including two real solutions and two imaginary solu-
tions，and the algorithm of forward position solution is correct．







由度( 2 ～ 5 自由度) 的并联机构［1 － 2］。在少自由度
并联机构中有 2 类特殊机构，一类是由 n( n ＜ 6) 条
S PS主动支链和一条被动约束支链构成的。近年
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但直到 1978 年 Hunt 完成《机构的运动几何学》才标
志着螺旋理论现代发展的开始。新世纪以来，随着螺
旋理论研究的深入，螺旋理论在分析并联机构自由度













4 － SPS /S 并联机构由台基、动平台、4 条 SPS
主动支链和 1 条被动约束支链组成，其结构如图 1
所示。其中，被动约束支链上端通过球铰与动平台
连接，下端与台基固连在一起。4 条 SPS 主动支链
均通过球铰与动平台和台基相连。上支点 B1、B2、




边长小。上支点B1 和B2 之间的距离为 l1，B2 和B3 之
间的距离为 l2，下支点 A1 和 A2 之间的距离为 l3，A2
和 A3 之间的距离为 l4，B5 和 A5 之间的距离为 h。
图 1 4-SPS /S 并联机构结构
Fig． 1 Schematic of 4-SPS /S parallel manipulator
1． 2 自由度分析
以上支点 B5 为坐标系原点，X 轴平行于 B1B2，Y
轴平行于 B2B3，Z 轴平行于 A5B5，建立动坐标系 O －
XYZ。其中，由上支点 B1 指向 B2 为 X 轴的正方向，由
上支点 B2 指向 B3 为 Y 轴的正方向，由下支点 A5 指向
B5 为 Z 轴的正方向。静态参考坐标系 O' － X'Y'Z' 的
X' 轴、Y' 轴和 Z' 轴分别与动坐标系 X 轴、Y 轴和 Z 轴
的初始位置完全重合，动坐标系随动平台一起运动。
根据上述所建的坐标系可知，上支点在 O －
XYZ 坐标系中的坐标分别为: B1 ( － l1 /2，－ l2 /2，
0) T，B2 ( － l1 /2，－ l2 /2，0)
T，B3 ( － l1 /2，－ l2 /2，0)
T，
B4 ( － l1 /2，－ l2 /2，0)
T，B5 ( 0，0，0)
T。下支点在 O' －
X'Y'Z' 坐标系中的坐标分别为: A1 ( － l3 /2，－ l4 /2，
－ h) T，A2 ( － l3 /2，－ l4 /2，－ h)
T，A3 ( － l3 /2，－ l4 /2，
－ h) T，A4 ( － l3 /2，－ l4 /2，－ h)




坐标系OAi － XAiYAiZAi ( i = 1，2，3，4) ，如图2 所示。以
Ai 为坐标原点 OAi，AiBi 为 ZAi 轴，YAi 轴平行于矢量
A5Ai 与 AiBi 的叉积，XAi 轴与 ZAi、YAi 轴满足右手定
则关系。那么主动支链 AiBi 在支链坐标系 OAi －
XAiYAiZAi 中的运动螺旋系SAiBi 为:
Si1 = ( 1 0 0 ; 0 0 0) ，
Si2 = ( 0 1 0; 0 0 0) ，
Si3 = ( 0 0 1; 0 0 0) ，
Si4 = ( 0 0 0; 0 0 1) ，
Si5 = ( 1 0 0; 0 di 0) ，
Si6 = ( 0 1 0; － di 0 0) ，













其中，di 为主动支链 AiBi 的长度。由于 di ≠ 0，所以
rank( SAiBi ) = 6。因此，主动支链 AiBi 都属于零终端
约束运动链。
图 2 支链坐标系
Fig． 2 Coordinate system of the limb
在静态参考坐标系下，被动约束支链 A5B5 的运
动螺旋系SA5B5 为:
S51 = ( 1 0 0 ; 0 0 0) ，
S52 = ( 0 1 0; 0 0 0) ，





Sr51 = ( 1 0 0 ; 0 0 0) ，
Sr52 = ( 0 1 0; 0 0 0) ，
Sr53 = ( 0 0 1; 0 0 0
{
) 。
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3 个姿态角 α、β、γ 描述，静态参考坐标系到动坐标
系变换的次序如下: 1) 绕 O'Z' 轴旋转偏航角 γ; 2)
绕 O'Y1 轴旋转纵摇角 β; 3) 绕 O'X 轴旋转横摇角 α，
其中，空间姿态关系如图 3 所示。
图 3 空间姿态变换关系




cβ·cγ － cα·sγ + sα·sβ·cγ sα·sγ + cα·sβ·cγ
cβ·sγ cα·cγ + sα·sβ·sγ － sα·cγ + cα·sβ·sγ








其中，cα、cβ、cγ和 sα、sβ、sγ分别为cos α、cos β、cos γ和
sin α、sin β、sin γ 的简写形式; R 为单位正交矩阵，则
R－1 = RT。
根据并联机构结构可知，上支点 Bi ( i = 1，2，3，
4) 在动坐标系下的坐标向量构成矩阵 B 表示为:
B = ［bi，j］3×4 =
－ l1 /2 l1 /2 l1 /2 － l1 /2








0 0 0 0
。
下支点 Ai ( i = 1，2，3，4) 在静态参考坐标系下的坐
标向量构成矩阵 A 表示为:
A = ［ai，j］3×4 =
－ l3 /2 l3 /2 l3 /2 － l3 /2








－ h － h － h － h
。
则上支点 Bi ( i = 1，2，3，4) 在静态参考坐标系下的
坐标向量构成矩阵 G 表示为:
G = ［gi，j］3×4 = R·B。




( gk，i － ak，i )槡
2，i = 1，2，3，4 ( 1)
3 微分运动特性分析











［( gk，i － ak，i ) g
·
k，i］，i = 1，2，3，4 ( 2)



















· × rBi + ω × ( ω × rBi ) ，i = 1，2，3，4。
式中，νB5、ω 分别为上支点 B5 的线速度和动平台在
静态参考坐标系下的角速度，rBi 为上支点 Bi 相对于
上支点 B5 的位置矢量。动平台只能绕支点 B5 作定
点转动，所以νB5 = ［0 0 0］





















































－ sβ·cγ·β· － cβ·sγ·γ· － cγ·γ· 0














ivBi = Ri '·vBi，





设s^ i 为支链坐标系的 ZAi 轴在静态参考坐标系
下的单位向量，x^ '、y^ ' 和 z^ ' 分别为X' 轴、Y' 轴和Z' 轴
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在静态参考坐标系下的单位向量。那么 YAi 轴和 XAi
轴在静态参考坐标下的单位向量分别为:
q^ i =
s^ i × A5Ai
‖ s^ i × A5Ai‖2





所以旋转变换矩阵 Ri ' 表示如下:
Ri ' =
s^ i·x
^ ' s^ i·y
^ ' s^ i·z
^ '
q^ i·x
^ ' q^ i·y
^ ' q^ i·z
^ '
r^ i·x
^ ' r^ i·y

















is^ i + d
·
i




is^ i + di
iω· i ×






is^ i ( 4)





















T，载体在 X 和 Y 轴方向的安装偏心分别为 lx
和 ly，则 载 体 质 心 在 动 坐 标 系 中 的 坐 标 为C2 =




( m + M)
m·ly
( m + M)
( M·h1 + m·h2 )















设 在 动 坐 标 系 下 系 统 的 角 速 度 为 ωt =
［ωt1 ωt2 ωt3］
T，在坐标系 O － XY1Z' 下系统的角
速度为ω' t = ［α
· β· γ·］。坐标系 O － XY1Z' 到动坐
标系的旋转变换矩阵为:
E2 =
1 0 － sβ
0 cα sα·cβ








则有: ［ωt1 ωt2 ωt3］




令 θ = ［α β γ］T，由式( 6) 两边微分可得系统的
角加速度为:
εt = ［εt1 εt2 εt3］







0 0 － cβ·β·
0 － sα·α· cα·cβ·α· － sα·sβ·β·


























那么并联机构的位置正解就是当 4 条 SPS 主动支链
的长度给定后，求解上述的旋转变换矩阵 R 中的 9
个元素。
根据杆长约束条件，并将 Ai 和 Bi 的坐标值代入
可得:
( l1 r11 + l2 r12 － l3 )
2 + ( l1 r21 + l2 r22 － l4 )
2 +
( l1 r31 + l2 r32 － 2h)
2 － 4d21 = 0 ( 7)
( l1 r11 － l2 r12 － l3 )
2 + ( l1 r21 － l2 r22 + l4 )
2 +
( l1 r31 － l2 r32 + 2h)
2 － 4d22 = 0 ( 8)
( l1 r11 + l2 r12 － l3 )
2 + ( l1 r21 + l2 r22 － l4 )
2 +
( l1 r31 + l2 r32 + 2h)
2 － 4d23 = 0 ( 9)
( l1 r11 － l2 r12 － l3 )
2 + ( l1 r21 － l2 r22 + l4 )
2 +
( l1 r31 － l2 r32 － 2h)












32 － 1 = 0 ( 12)
r12 r23 － r22 r13 － r31 = 0 ( 13)
r21 r13 － r11 r23 － r32 = 0 ( 14)
r11 r22 － r21 r12 － r33 = 0 ( 15)
由式( 10) － ( 7) 和式( 8) － ( 9) 分别得:




3 = 0 ( 16)




2 = 0 ( 17)




















由式( 7) + ( 8) 和式( 7) － ( 8) ，并将 r31 和 r32 的
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计算结果代入分别可得:
















4 = 0 ( 18)








4 = 0 ( 19)





















4，然后将式( 18) 和( 19) 分别代入式( 11)
和( 12) 可得:
Ar222 + Br22 + C = 0 ( 20)
Mr222 + Nr22 + T = 0 ( 21)































21 + Gr21 + H = 0 ( 22)
其中，D、E、F、G、H 都 是 关 于 a0、a1、a2、a3、a4、a5、
r31、r32 的常数。
求解式( 22) 可得 4 组 r21 的解，然后将 r21 的解
回代式( 20) 和( 21) 中可求得 r22 的解。求出 r21 和 r22
后，再将其回代式( 18) 和( 19) 中可以分别求得 r11
和 r12 的解。最后将它们回代式( 13) ～ ( 15) 中可分
别求得 r13、r23 和 r33 的解。
5 仿真研究与实例验证
机构尺寸参数 l1 = 2．4 m，l2 = 3．6 m，l3 = 1．8 m，
l4 = 2．0 m，h = 4．7 m。模拟运动参数为: α∈［－ 25°，
25°］，周期不小于 8 s; β ∈［－ 15°，15°］，周期不小
于 5 s; γ∈［－ 7． 5°，7． 5°］，周期不小于 8 s。按模拟
运动的极限要求，均取其周期要求的最小值。通过仿
真分析得 4 条 SPS 主动支链的长度、伸缩速度和加
速度曲线分别如图 4、5 和 6 所示。
图 4 主动支链的长度
Fig． 4 Length of the active limbs
系统安装偏心为 lx = 0． 2 m，ly = 0． 2 m 动平台
和载体质量分别为M = 10 t，m = 5 t，动平台质心和
系统质心在动坐标系下的 Z 轴坐标值分别为 h1 =
图 5 主动支链的伸缩速度
Fig． 5 Stretching velocity of the active limbs
图 6 主动支链的伸缩加速度
Fig． 6 Stretching acceleration of the active limbs
0． 1 m，h2 = 1． 1 m，系统质心在静态参考坐标系下
的速度和加速度分别为: vc = ［vc_X' vc_Y' vc_Z'］
T，
ac = ［ac_X' ac_Y' ac_Z'］
T，通过仿真分析得，在静态
参考坐标系下的速度( m/s) 和加速度( m/s2 ) 的变
化范围分别为:
vc_X' ∈［－ 0．276 6，0．278 4］，vc_Y'∈［－ 0．256 1，0．256 0］，
vc_Z' ∈［－0．211 1，0．220 3］，ac_X'∈［－0．098 1，0．187 6］，
ac_Y'∈［－0．090 4，0．088 1］，ac_Z'∈［－0．175 3，0．017 9］。
在动坐标系下系统的角速度 ( rad /s) 和角加速度
( rad /s2 ) 的变化范围分别为:
ωt1∈［－0．368 0，0．368 0］，ωt2∈［－0．340 2，0．335 5］，
ωt3 ∈［－0．169 4，0．169 4］，εt1∈［－0．289 3，0．289 3］，
εt2∈［－ 0．406 3，0．444 4］，εt3∈［－ 0．243 6，0．243 6］。
在支链坐标系下主动支链的角速度( rad /s) 和角加
速度( rad /s2 ) 在 ZAi 轴上的分量均为零，在 XAi 和 YAi
轴上各分量的变化范围分别为:
1ω1_XAi ∈［－0．090 9，0．091 0］，
1ω1_YAi∈［－0．212 0，0．212 0］，
2ω2_XAi ∈［－0．087 5，0．088 9］，
2ω2_YAi∈［－0．216 6，0．216 6］，
3ω3_XAi ∈［－0．088 9，0．087 5］，
3ω3_YAi∈［－0．216 6，0．216 6］，
4ω4_XAi ∈［－0．091 0，0．090 9］，
4ω4_YAi∈［－0．212 0，0．212 0］，
1ω·1_XAi ∈［－0．112 1，0．136 2］，
1ω·1_YAi∈［－0．164 5，0．218 8］，
2ω·2_XAi ∈［－0．092 3，0．137 4］，
2ω·2_YAi∈［－0．165 8，0．235 4］，
3ω·3_XAi ∈［－0．137 4，0．092 3］，
3ω·3_YAi∈［－0．165 8，0．235 4］，
4ω·4_XAi ∈［－0．136 2，0．112 1］，
4ω·4_YAi∈［－0．164 5，0．218 8］。
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根据位置逆解所求得的 4 条 SPS 主动支链长度，
从中选取一组长度 d1 = 4． 574 6 m，d2 = 3． 990 5 m，
d3 = 4． 982 9 m，d4 = 5． 515 m，根据上述所求位置正
解模型，求得机构的 4 组位置正解如下:
R1 =
－10．784 9 +0．322 7i －0．195 1 －7．956 4i 0．015 1 －0．012 2i






－0．234 7 0．271 8 －171．77 +9．35i
，
R2 =
－10．784 9 －0．322 7i －0．195 1 +7．956 4i 0．015 1 +0．012 2i






－0．234 7 0．271 8 －171．77 －9．35i
，
R3 =
0． 968 6 － 0． 016 2 0． 248 3
0． 082 5 0． 962 2 － 0． 259 4









0． 917 8 0． 062 9 0． 225 7
－ 0． 024 2 0． 960 3 － 0． 285 3








上述给定的 4 条 SPS 主动支链长度对应于位置
逆解的旋转矩阵为:
R =
0． 968 6 － 0． 016 1 0． 248 2
0． 082 5 0． 962 2 － 0． 259 5
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